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T I A E (E122) – 2001/2002 – Pedro Cosme

Guia de apoio às aulas de TIAE

Pedro Cosme da Costa Vieira, 2002, Faculdade de Economia do Porto

Primeira Aulas - Introdução à disciplina 18/02


1. Apresentação do sistema de avaliação


2. Apresentação da Estatística e do programa com um exemplo.


Chega-nos um caixote pelo correio com uma legenda "Contém uma pessoa capturada na Alemanha - Não abra sem autorização - Tara: 10 kg ".


Se quisermos descrever uma pessoa, podemo-nos auxiliar de variáveis:

Se é homem ou mulher

Se é louro, moreno, asiático, africano



qual é o seu peso, altura, medida de cintura, idade, etc.


Trata-se de variáveis "estatísticas" que vamos utilizar para descrever o indivíduo, sendo que umas são qualidades / categorias e outras são quantidades.


Mas telefonam-nos de um concurso e dizem-nos: 

P1 - "Diga se dentro do caixote está um homem ou uma mulher. Se acertar, recebe 1000 Euros". 

P2 - "Diga o dia em que nasceu a pessoa que está dentro do caixote. Se acertar, recebe 1000 Euros". 

P3 - "Diga a altura da pessoa que está dentro do caixote. Se acertar, recebe 1000 Euros". 

P4 - "Diga um intervalo de alturas, [hmin, hmax] em que pensa estar a pessoa que está dentro do caixote. Se acertar, recebe 1000/(hmax-hmin) Euros".


Necessidade da Amostragem


Para podermos responder é necessário obter uma amostra de "pessoas capturadas na Alemanha" e dai inferir como será a pessoa que está no caixote.


Relevância da informação contida na amostra



Distribuição amostral (frequências amostrais, quartis)



Estatísticas de localização (média, moda, mediana), dispersão (variância, amplitude, desvio padrão)



Funções de Distribuição teóricas



Outliers - Mistura de F. D., erros de medida


Podemos ter dados de uma amostra ou dados agrupados dos censos


Correlação entre variáveis


Para responder à P4 decidimos, medir a altura e largura do caixote, pesá-lo e escutar se o indivíduo faz barulho ou não.



Diferença entre variáveis explicativas e explicadas



Poder explicativo das variáveis



Variáveis qualitativas (explicativas e explicadas)
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Não se fazem hipóteses quanto à relação existente entre a amostra e a população
Não permite saber da pertinência da dimensão da amostra



Não permite generalizar para outra amostra



Não permite fazer "inferência" sobre as propriedades da população


3. Análise das frequências amostrais/ absolutas e relativas/ dados agrupados



Em dados qualitativos a divisão é natural (pp. 183-187)




Frequência Absoluta ( Contar os elementos em cada qualidade 




Frequência Relativa  ( Percentagem de casos em cada qualidade

X- A freq. relativa é estacionária com o aumento do tamanho da amostra e a abs. não.



Em dados quantitativos (pp. 187-190)



A divisão dos intervalos é arbitrária





Com a mesma amplitude - Amplitude Uniforme





Em k classes (dep. da amostra)





Com amplitude diferentes






Mesmo número de casos (dep da amostra)






Os mais próximos (dep. da amostra)






Com amplitude exponencial




Frequência Cumulante Absoluta ( N abaixo de um dado valor 




Frequência Cumulante Relativa  ( % abaixo de um dado valor


As classes são mutuamente exclusivas e formam uma partição exaustiva (cobrem todos os casos)


Exercício no Excel (ver em "public\pcosme\aula2.xls")


Extrair 30 alturas com "=round(1,5 + rand()*0,5;2)" metros


Fazer uma partição das observações em intervalos de amplitude 0,1 metros


Fazer gráficos com as frequências absolutas e relativas e cumulantes.


Extrair repetidas amostras para analisar a variabilidade amostral (com F9).


4. Cálculo de Estatísticas


Medidas amostrais de localização (pp. 195-208)


4.1. Média amostral (pp. 196-198) 


A média aritmética simples é o "primeiro momento" amostral - "centro de massa"
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 em que "A" traduz a soma para todos os elementos da amostra

X - Se todos os elementos tiverem o mesmo "erro de medida" (sob homocedasticidade), a média aritmética simples é, de entre os estimadores do "valor médio da população" que são cêntricos, o de erro mínimo (é eficiente), pois é o estimador dos mínimos quadrados, OLS, (EQ - erro quadrático):
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A média aritmética "pesada", 
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Se os pesoi forem iguais para todos os elementos, temos a M. A. S.

X - Se existir erro diferente na observação de cada elemento (heterocedasticidade), a média aritmética pesada é, de entre os estimadores do "valor médio da população" que são cêntricos, o de erro mínimo (é eficiente) se os pesos forem inversamente proporcionais ao quadrado do erro de medida, método dos mínimos quadrados generalizado, GLS (aplicaremos no caso de dados agrupados). 


Não faz sentido calcular a média com dados qualitativos


Falar de outliers obriga a falar numa "teoria" sobre a população


Média Geométrica (pp.198-199) - aplicável a taxas (de juro)


4.2. Mediana (p.200-203)


Abcissa que divide a amostra em duas metades com o mesmo n. de elementos


Se N for impar, o valor é o do "elemento impar" ficando metade para cada lado


Se N for par, o valor é a média entre o máximo de uma e o mínimo de outra


Se os dados forem agrupados, interpola-se a classe (fala-se mais à frente)
Classe mediana (p. 201)



Para "interpolar" é necessário uma "teoria" (p. 201, par. 2)

X - A Mediana é um estimador cêntrico do valor médio de uma população simétrica mas não é eficiente.

X - Se as classes qualitativas forem "ordenáveis", pode-se determina a Classe Mediana 

4.3. MODA (p. 205) - Classe modal 


Traduz a classe mais frequente - Classe Modal

Comparação entre Média, Mediana e Moda (p. 207)

X - Noção de Função de Distribuição teórica

X- Numa F.D. simétrica e unimodal, a média, a mediana e a moda coincidem.
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5. Medidas de dispersão (p.208-215)


É um factor de escala


Amplitude - intervalo de variação - domínio


Amplitude Inter-quartil (3Qº-1Qº)


O somatório das diferenças entre os valores e a média aritmética dá zero


A média dos módulos

5.1. Variância amostral - média dos quadrados das diferenças à média


Desvio Padrão amostral = 
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. Por questões diversas, na disciplina adopta-se, e considera-se no exame como correcto, que o Desvio Padrão vem dividido por n: 
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X - Sendo que, em termos mecânicos, a dificuldade de fazer variar a rotação de um corpo em torno de um eixo é proporcional à soma das distâncias ao quadrado das partícula materiais a esse eixo de rotação, denomina-se essa dificuldade por inércia angular, I. Sendo que o corpo está livre no espaço, o eixo de rotação corresponde ao centro de gravidade, 
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. No caso de uma amostra, como essa inércia angular varia com o tamanho da amostra, em termos estatísticos utiliza-se o seu valor a dividir pelo tamanho da amostra. Sendo que essa medida se denomina na população por (2, o estimado dos mínimos quadrados, OLS, é 
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Medidas de assimetria (215-216) - saiu do programa


6. Índice de concentração (pp. 216-218) (não sai no exame)

Existem variáveis estatísticas que traduzem a quantidade que cada indivíduo possui do total. Por exemplo, poderíamos dizer que de todos os empregados existentes, a empresa BARATO E BOM tem 13 456 empregados.


Seguindo o mesmo exemplo, se numa amostra com n empresas que empregam um total de m pessoas, a concentração seria mínima se cada uma empregasse m/n, e seria máxima se apenas uma delas empregasse todos os m. 


6.1. Coeficiente de concentração de Gini, G (não faz parte da matéria)

Se a distribuição for uniforme, dá 0, se estiver concentrada num indivíduo, dá 1.
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	Fi=F(xi) = Cumulante das frequências das empresas com menos de xi empregados

Ti=T(xi) = Percentagem de empregados nas empresas com menos de xi empregados


6.2. Curva de Lorenz (não faz parte da matéria) : Representa-se Ti(Fi), que, sem concentração, é uma recta.

Exemplo (as classes devem conter o limite superior e não o inferior do intervalo, representando a função cumulante F(x) a percentagem de indivíduos em que xi( x):

	SAU (ha) - Superfície Agrícola Utilizada
	
	
	
	
	

	<=
	<
	N. Empresas.
	Área Total
	F.A.C
	A.T.A
	Fi
	Ti
	Fi-Ti

	0
	0,5
	4391
	2646
	4391
	2646
	0,054576
	0,004094
	0,050482

	0,5
	1
	8557
	10295
	12948
	12941
	0,160931
	0,020024
	0,140907

	1
	2
	17104
	38366
	30052
	51307
	0,373516
	0,079388
	0,294128

	2
	5
	22900
	108352
	52952
	159659
	0,65814
	0,247044
	0,411097

	5
	10
	14684
	136584
	67636
	296243
	0,840648
	0,458383
	0,382265

	50
	20
	8694
	150401
	76330
	446644
	0,948706
	0,691102
	0,257604

	20
	50
	3467
	124220
	79797
	570864
	0,991797
	0,88331
	0,108487

	50
	100
	497
	41484
	80294
	612348
	0,997974
	0,947499
	0,050475

	100
	200
	123
	20918
	80417
	633266
	0,999503
	0,979866
	0,019637

	200
	
	40
	13012
	80457
	646278
	X
	
	X

	
	Totais
	80457
	646278
	
	
	6,02579
	
	1,715079

	G = 
	0,28462
	
	
	
	
	
	
	


Murteira, Bento J.F. (1993), Análise Exploratória de Dados, McGraw-Hill, p.113


7. Cálculo da Média, do Desvio Padrão, Mediana e quartis em dados agrupados (divididos em classes)


Propondo a teoria de que dentro de cada classe todos os indivíduos estão localizados no ponto médio, calculamos a média amostral fazendo uma média pesada em que o peso é a quantidade de indivíduos em cada classe. Sob a mesma teoria calculamos o Desvio Padrão, como a média pesada dos desvios à média ao quadrado, em que o peso é a quantidade de indivíduos em cada classe.


Na divisão das classes para determinar os quantis, em particular a mediana, adoptamos outra teoria que é que dentro de cada classe os indivíduos estão "uniformemente distribuídos" pelo que podemos "afinar" a absissa correspondente ao quantil fazendo uma interpolação linear dentro da classe.


Exemplo de Murteira:


No ponto x=2, F(x<2) acumula 0,373516 dos casos e no ponto x=5, F(x<5), acumula tem 0,658140, então temos que descobrir, interpolando estes dois pontos, qual o x que acumula exactamente 0,50:
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Exercícios (pp.222-233)


Noção de Variável Estatística - Quando se diz que se opera com uma v.e., traduz que se opera com as observações referentes a todos os indivíduos da amostra.


Exemplo: "[Demostre que] a média aritmética do produto de uma variável por uma constante é igual ao produto da constante pela média aritmética da variável" quer dizer o seguinte: 

"Numa amostra mediu-se uma grandeza, por exemplo a altura, e obtiveram-se os elementos {x1, x2, …, xn) cuja média aritmética é 
[image: image11.wmf]X

. Se, por uma razão qualquer, a grandeza medida fosse multiplicada pela constante K, qual seria a relação entre a nova média aritmética, 
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Oitava Aula - Introdução à Análise de Regressão (cap.6) 5/04


1. Introdução


Em termos de concepção da Natureza, até próximo do Sec. XX pensava-se que existia sempre uma relação invariante, Lei da Natureza, entre as Causas e os Efeitos de forma que se fossem conhecidas todas as Leis da Natureza e as Causas no Presente, poderíamos prever, sem erro, os seus efeitos no Futuro (Deus não joga aos dados- Einstein, 1879-1955). Desta visão da Natureza surgem o Destino e as cartomantes.


Lorentz (1853-1928), quase acidentalmente, descobriu que tal não era verdade mas antes que a Natureza era imprevisível porque as Leis da Natureza são caóticas. 

Albert Einstein propôs, contrariado e apenas como passo intermédio, a noção de "fenómeno físico estocástico" para explicar certos fenómenos da Física Quântica.


Muitos mais nomes se poderiam acrescentar na descoberta de que, mesmo conhecendo todas as Causas e todas as Leis da Natureza, não seria possível prever, sem erro, o Futuro, como por exemplo, a Orbital de Erwin Schrödinger (1887-1961) e o princípio da incerteza de Werner Hisenberg (1901-1976).


Assim sendo, conhecidas as Causa, que denominamos por X, e as Leis da Natureza, que denominamos por F, os efeitos, que denominamos por Y, apenas poderá ser prevista em parte porque existe uma componente ( imprevisível:
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2. Correlação Amostral entre variáveis estatísticas


As Leis da Natureza não são directamente observáveis mas inferem-se da observação da Natureza.


Sendo que eu caracterizo os indivíduos por duas medidas, xi e yi., posso procurar as "leis" que relacionam as v.e:
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A primeira questão que teremos que afirmar é que existe apenas uma Lei que relaciona as v.e.
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A segunda questão é que não é possível determinar a parte imprevisível contida em cada indivíduo porque tem um valor diferentes para cada indivíduo, mas pertencem todos a uma mesma população, da qual são extracções aleatórias independentes. Isto quer dizer, em termos aproximados, que se se extraíssem duas amostras com n indivíduos, grande, e calculássemos as sua média e desvio padrão, essas estatísticas calculadas numa amostra e noutra seriam quase iguais. 

Relação linear

A relação entre as v.e. x e y é linear se
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Nesta relação a variável X é explicativa (também se denomina por independente) e a variável Y é explicada (também se denomina por dependente).


Nuvem de pontos


Correlação Linear (positiva, negativa)


Divisão em quadrantes


Medida de Covariância


[image: image18.wmf]n

Y

y

X

x

Y

y

X

x

Y

y

X

x

S

n

n

X

Y

)

)(

(

...

)

)(

(

)

)(

(

2

2

1

1

,

-

-

+

+

-

-

+

-

-

=



Se as variáveis forem perfeitamente dependentes 
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Coeficiente de Correlação Linear - Mede a dependência linear entre as variáveis
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O valor absoluto do coeficiente de correlação linear traduz uma medida da percentagem do valor 
[image: image22.wmf])
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que pode ser previsto como resultado de X, conhecendo-se os parâmetros a e b de F, e 
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, enquanto que o sinal traduz se essa relação é crescente ou decrescente.
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1. Introdução


Pretendemos, com a amostra
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, estimar qual é a Lei, que assumimos única e invariante, que relaciona Y com X e que componente é imprevisível. Assim, também pretendemos estimar os "erros" que assumimos como pertencentes a uma população estacionária (que não se altera no decurso da recolha da amostra - homocedástica) da qual retiramos o "valor médio" pelo que fica um resíduo com valor médio nulo (o que traduz que se calculássemos a média de todas as previsões, coincidiria com a média do que se vai observar no futuro) e desvio padrão finito.


É muito importante o considerarmos que os erros pertencem a uma população estacionária com valor médio nulo porque é impossível saber quais são os erros de previsão mas podemos determinar as características estatísticas da população de onde eles são extraídos.


2. O que é o "Modelo de regressão"?

Do dicionário da Porto Editora, regressão é a "volta ao ponto de saída", o "retorno de uma doença a uma fase anterior", um "retrocesso", o "retorno a um estádio anterior de desenvolvimento, em particular ao estádio de afectividade infantil". Então, pelo explicado na introdução, sendo que existe uma Lei da Natureza que relaciona os Efeitos com as Causas, o modelo de regressão é uma forma de partindo dos efeitos, encontrar as causas.


Ora, no presente problema, o que temos como Efeito é uma amostra com n pares (xi, yi) e queremos "descobrir" a Lei da Natureza F que relaciona xi, yi.


2.1. Método dos Mínimos Quadrados (OLS)


Quando se apresentou a "média aritmética simples amostral" (segunda aula, pt. 4.1) e o "desvio padrão amostral" (terceira aula, pt. 5.1), explicamos que se existissem como grandezas características da população, o "valor médio populacional", (, e o "desvio padrão populacional", (, não observáveis. poderíamos, a partir de uma amostra "representativa" inferi-los, (estimá-los). Referimos ainda que, sob homoscedasticidade (igual erro na medida de todos os indivíduos), o estimador desses parâmetros que em média está mais próximo dos verdadeiros valores da população são os que resultam da aplicação do Método dos Mínimos Quadrados em que se minimiza a soma dos quadrados das diferenças entre o que pretendemos estimar e o que observamos na amostra.


Agora vamos aplicar esse Método dos Mínimos Quadrados a teorias mais complexas, que envolvem relações de causa efeito entre as variáveis estatísticas.


2.2. Modelo de regressão linear


Temos uma teoria de que, na nossa população, os indivíduos são caracterizados por duas variáveis aleatórias, Y e X, por exemplo, Y = Percentagem do rendimento disponível gasta em medicamentos e X = Idade, e existe uma "Lei da Natureza" imperfeita que relaciona uma parte de Y como efeito da causa X e em que a outra parte de Y, Z, é imprevisível, Y = F(X) + Z. A variável Y denomina-se por "explicada" ou "dependente" e a variável X denomina-se por "explicativa" ou "independente".

Num indivíduo concreto que pertence à amostra, teremos que yi = f(xi) + zi. Ainda em teoria, o termo imprevisível zi vai ser retirado aleatoriamente de uma população com valor médio igual a 
[image: image25.wmf]Z

 e desvio padrão (Z. 

Como explicamos, a "Lei da Natureza" ou a sua forma funcional não são observáveis tendo que ser inferidas (estimadas) a partir da amostra. No nosso caso, vamos pressupor que a "Lei da Natureza" é linear nos parâmetros e nas variáveis explicativas, sendo da forma yi = b0 + b1 xi + (i, com 
[image: image26.wmf]Z
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pelo que 
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 e ((=(Z.. Denominamos esse termos (i como resíduo imprevisível. O valor médio de Z não depende de X, pelo que traduz a parte de Y não dependente de X (é uma das interpretações do termo independente do modelo linear. Ver à frente) 

Seria não linear nas variáveis explicativas se fosse do tipo yi = b0 + b1 xi 2 + (i e não linear nos parâmetros se fosse do tipo yi = b02 + b0 b1 xi + (i., podendo ser não linear em ambos, yi = (b02 + b0 b1 xi2 + (i.)0.5. 


Como já explicamos, e existe prova, sob a condição de que para todos os indivíduos o termos imprevisível é retirado da mesma população, homoscedasticidade, o melhor estimador da Lei da Natureza é o derivado pelo Método dos Mínimos Quadrados. 

Sendo que sabemos que a lei da natureza é Y = b0 + b1 X+(, então também virá 
Y – (b0 + b1 X+( ) = 0. Como não conhecemos os parâmetros da lei, temos que a determinar (estimar) com base na amostra, o que conseguimos, por exemplo, somando os quadrados do que resulta de aplicar a Lei da Natureza a todos os pares observados na amostra, que será também zero:
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A diferença entre considerar a soma dos termos e os seus quadrados é que, sendo que com base na amostra não podemos determinar exactamente o modelo verdadeiro, no caso da soma, existe um continuo de soluções possíveis e no caso dos quadrados, a solução é, na maioria dos casos, única.

Agora determinemos o que desconhecemos minimizando a expressão anterior, o que se consegue resolvendo o sistema das condições de primeira ordem (jacobiano):
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No modelo, não conseguimos estimar os (i. porque, as ''ultimas equações" são indeterminações do tipo 0 = 0. Por redução ao absurdo, se os conseguíssemos determinar, então não seriam termos residuais imprevisíveis. Por manipulação algébrica podemos agrupar todos esses termos desconhecidos:
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Apesar de não conhecermos a parte residual imprevisível, sabemos que os (i são retirados de uma população com valor médio nulo e onde a covariância entre estes resíduos e a variável X é nula. Assim, podemos aproximar a média destas parcelas a zero,
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, mas com um erro que é tanto menor quanto maior for n, pelo que a Lei deixa de ser a verdadeira e passa a ser uma estimativa:
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Simplificando e explicitando, obtemos:
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Podemos ainda verificar que 
[image: image35.wmf]1
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 se pode calcular com a covariancia e com o quadrado do desvio padrão de X (variância):
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A média dos resíduos do imprevisível com base na amostra e só por terrível "sorte" é que será zero. Isto implica que as estimativas dos parâmetros da Lei obtidas a partir da amostra só por sorte é que coincidirão com os verdadeiros valores. As expressões calculadoras das estimativas denominam-se por Estimadores.

Como estimativa do desvio padrão da população dos resíduos imprevisíveis (, usamos os "erros amostrais":
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Podemos fazer uma manipulação com somatórios que é mais compacta:
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Agora determinemos o que desconhecemos minimizando a expressão anterior, o que se consegue resolvendo o sistema das condições de primeira ordem (jacobiano):
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Por manipulação algébrica podemos agrupar todos esses termos desconhecidos:
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Simplificando e explicitando, obtemos:
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Das simplificações introduzidas,
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, resulta que 
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Exercícios

Sobre Covariância

(ex. 6.1.c, p.281) Prove que, sendo X, Y duas variáveis estatísticas de que se recolheu uma amostra de indivíduos na qual a covariância amostral vale SX,Y. Determine quanto a Covariância se se mudarem as escalas de medida multiplicando X por a e Y por b. 
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Sobre Regressão (Z:/public/pcosme/TIAE_2002/TIAE_Aula10.xls
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Exercícios Sobre Regressão (Z:/public/pcosme/TIAE_2002/TIAE_Aula10.xls

Coeficiente de Determinação (p.258-63)


Vimos anteriormente que o coeficiente de correlação linear é uma medida da associação linear entre as variáveis. No caso do coeficiente de determinação, compara-se a "capacidade de previsão" quando não se utiliza o modelos, e por isso o melhor que podemos fazer é assumir que 
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O coeficiente de determinação, R2, virá dado por:
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No caso do modelo linear, 
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Modelos de regressão com n variáveis explicativas (p.251-53)

Aplicação do Método dos Mínimos Quadrados

Exercício - simulação com 3 variáveis (z:\public\pcosme\tiae_2002\aula15.xls)


Utilização da função LINEST(Range_y;Range_x)

Variável Explicativa Binárias (Dummy), pp. 169-

Introdução: 

Nos casos de regressão considerados, as variáveis explicativas são uma medida contínua e em que os valores são comparáveis, quantitativas, por exemplo, o peso ou idade de uma pessoa, a cilindrada de um automóvel ou o PIB de uma país.

 
No entanto, existem variáveis explicativas, que apenas tomam alguns valores, não comparáveis, qualitativas, por exemplo, ser "solteiro", "casado", "divorciado", "viuvo" ou "outro", de que o caso limite é a variável explicativa assumir um de dois valores, por exemplo, "Masculino" ou "Feminino", que se denominam por binárias. 


É impossível a utilização de variáveis qualitativas excepto as binárias em que os valores possíveis são ou "0" ou "1", e denominam-se essas variáveis por Dummy.


Modelo somativo com uma variável explicativa dummy

Este modelo é o mais simples possível e é do tipo Y = b0 + b1 D + (, em que D = 0 ou 1.


Por exemplo, podemos explicar o rendimento de um trabalhador, R, pelo facto de ele ser homem ou não. Assim, o modelo seria R = b0 + b1 D + (, em que D = 1 se é "homem" e 0 se não é "homem".

Neste modelo, b0 traduz o "a média do rendimento" dos trabalhadores que são "homem" e b1 traduz quanto, em média, os trabalhadores que não são "homem" ganham a mais do que os que são "homem". Esses últimos ganham, em média b0+ b1.

Nota: Uma variável binária codifica duas alternativas pelo que se existissem três alternativas seriam necessárias duas variáveis binárias.

Modelo somativo com duas variável explicativa, sendo uma dummy
Juntando outras variáveis explicativas teríamos:

Y = b0 + b1.X+ b2 D + (, em que X é uma variável quantitativa e D assume os valores 0 ou 1.

No exemplo que explica o rendimento de um trabalhador, R, acrescentamos os seus anos de serviço na empresa, AS:

R = b0 + b1 AS + b2 D + (
	Neste modelo, b0 representa a abcissa na origem da recta de rendimentos dos trabalhadores que são "homem", b1 representa quanto um trabalhador, sendo ou não "homem" tem de rendimento a mais por cada ano de serviço, e b2 traduz quanto, em média, os não "homem" ganham a mais que os "homem".
	[image: image52.png]





Modelo multiplicativo com uma variável Dummy
Poderia acontecer que os trabalhadores "homem" ganhassem, à entrada, o mesmo que os trabalhadores não "homem" mas que o seu rendimento crescesse mais de preço com os anos de serviço. Assim sendo, teríamos um modelo do tipo:
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Neste modelo, linearizado para poder ser estimado pelo MMQ, aparece como variável explicativa a variável Dummy multiplicada pela outra variável explicativa.

[image: image54.png]



A variável Dummy pode ser utilizada num modelo multiequacional com diferenças no termo independente e na inclinação: 
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Livro adoptado:


Caps. 5, 6 de
Chaves, C., E. Maciel, P. F. Guimarães, J. C. Ribeiro (1999), Instrumentos Estatísticos de Apoio à Economia: Conceitos Básicos, McGraw-Hill (464 pp.)
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