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Abstract. Estudam-se os duopdlios de Cournot e de Bertrand em mercados
de procura linear e custos marginais constantes como jogos baseados no dilema
do prisioneiro. Apresenta-se uma normalizacao do dilema do prisioneiro que fa-
cilita o estudo do duopdlio, extensivel a jogos repetidos com matrizes de ganhos
variaveis. Derivam-se jogos de Cournot e de Bertrand que dependem apenas do
tipo de interaccao estratégica, sendo independentes tanto da procura como do
custo marginal. Analisam-se duopdlios nos quais as empresas decidem periodica-
mente sobre quantidades ou pregos, havendo cooperagao apenas com horizonte
infinito. Mostra-se como as expectativas de crescimento do mercado contribuem
para que as empresas cooperem, o que explica o surgimento de guerras de pregos
quando o mercado entra em estagnacao. Introduz-se incerteza relativamente a
evolucao do mercado, na forma de choques temporarios e verifica-se que choques
suficientemente positivos levam as empresas a competir. Daqui se deriva uma
condicao de cooperacao modificada para o duopdlio infinito, mais exigente. Fi-
nalmente, a cooperacao num duopdlio com horizonte finito, para a qual existe
evidéncia empirica, é justificada com base num jogo de informacao incompleta,

da autoria de Kreps et al (1982).
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1 Introducao

“A teoria de jogos pode ser vista como englobando ou unificando o lado racional
das ciéncias sociais ... desenvolve metodologias que se aplicam em principio a

todas as situagoes interactivas.” (Aumann & Hart, 1992)!

A concorréncia nos mercados oligopolistas caracteriza-se pela interdependéncia
entre as decisoes das empresas. Os resultados de uma empresa dependem nao
apenas das suas decisoes, mas também das decisoes das empresas concorrentes.
Esta questao, que nao surge nem nos mercados de concorréncia perfeita nem
nos monopdlios, introduz uma grande complexidade na anélise da concorréncia
oligopolista. A teoria de jogos apresenta-se como uma ferramenta privilegiada
para a analise de situacoes nas quais a interdependéncia deve ser obrigatoriamente

tomada em linha de conta.

Num estudo pioneiro, Augustin Cournot (1838) investigou um duopdlio no qual
as empresas decidiam quais as quantidades a produzir. Adoptou como conceito de
equilibrio de mercado a situacao em que ambas as empresas reagem optimamente
a decisao da empresa concorrente. Antecipou, portanto, em mais de um século, o
conceito de equilibrio mais comum em teoria de jogos: o equilibrio de Nash. Um
perfil de estratégias constitui um equilibrio de Nash quando a estratégia de cada

jogador é a melhor resposta as estratégias dos outros jogadores.

Consagrada em 1994 pela atribuicao do Prémio Nobel da Economia a John Nash,
juntamente com John Harsanyi e Reinhard Selten, esta ideia foi inicialmente re-
cebida com alguma indiferenga. John von Neumann considerou-a trivial e inade-

quada. O conceito de equilibrio de Nash foi percebido como insuficiente devido a

L«Game theory may be viewed as a sort of umbrella or ‘unified field’ theory for the rational
side of social science ... it develops methodologies that apply in principle to all interactive

sttuations.”



suposicao por parte de cada agente de que as acgoes dos outros sao independentes
das suas decisoes. Assume-se que cada agente selecciona a sua melhor resposta as
decisoes dos restantes, sem levar em consideracao a possibilidade de que respostas
diferentes induzam reacgoes diferentes por parte dos outros jogadores. Assim, se
num determinado momento todos os agentes estiverem a responder optimamente
as decisoes dos outros, entao nao ha incentivos para qualquer alteracao de com-

portamento. O jogo atinge um equilibrio.

Na formulacao geral dos jogos, esta pseudo-insuficiéncia do conceito de equilibrio
dissolve-se. Considera-se que cada agente selecciona uma estratégia antes de que
0 jogo se inicie, sendo uma estratégia um plano de accao totalmente contingente.
Isto é, uma estratégia especifica todas as ac¢oes a tomar para cada combinagao
de estratégias dos outros jogadores e de varidveis envolventes (definidas como a
estratégia de um agente adicional: a “natureza”). Uma vez que as estratégias sao
seleccionadas antes de o jogo se iniciar, justifica-se o pressuposto de independéncia
entre as estratégias dos diferentes jogadores. Repare que sendo planos totalmente
contingentes, as estratégias determinam univocamente o desenrolar do jogo e os

consequentes ganhos dos agentes.

De qualquer forma, ha manifestamente algum irrealismo nos pressupostos rel-
ativos a formulacao da estratégia. A complexidade que um plano totalmente
contingente pode assumir lanca duvidas acerca da capacidade de um agente
economico real calcular e formular a estratégia que é a melhor resposta as es-
tratégias dos restantes agentes. Especialmente porque nao conhece as estratégias
destes. De facto, o agente tem de calcular as estratégias de todos os agentes
envolvidos no jogo. Tudo se passa como se cada jogador se conseguisse colocar
na situacao de todos os outros jogadores e deduzir as estratégias que estes irao
eleger. Os agentes sabem, sabem que os outros sabem que eles sabem, sabem
que os outros sabem que eles sabem que os outros sabem que eles sabem, e assim

sucessivamente.



Esta formulagao exige, em muitos casos, uma grande (ou mesmo infinita) ca-
pacidade cognitiva por parte dos agentes, e também que os agentes detenham
toda a informacao relevante. Se numa dada situacao estes pressupostos forem
aceitaveis, entao os jogadores conseguem determinar o equilibrio de Nash. Ao
acordarem jogar estratégias de Nash, nenhum dos jogadores tem incentivo para
romper o acordo, uma vez que a sua estratégia ¢ a melhor resposta as estratégias

dos outros.

A aplicacao da teoria de jogos assenta em quatro pressupostos fundamentais:

e Fiabilidade do jogo - o jogo descreve adequadamente a situagao econémica.

e Dominio do jogo - os agentes conhecem totalmente as regras do jogo e
conseguem deduzir os resultados correspondentes a cada combinacao de

estratégias.

e Racionalidade - os agentes econémicos atribuem um valor a cada resultado

do jogo e pretendem obter um resultado que maximize esse valor.

e Conhecimento comum - toda a informagao, incluindo as preferéncias dos
agentes, é do conhecimento comum, o que significa que: os agentes detém
toda a informacao, os agentes sabem que todos os agentes detém toda a
informacao, os agentes sabem que todos os agentes sabem que todos os

agentes detém toda a informacao, etc.

Existe alguma controvérsia relativamente a estes pressupostos, que nao se confina
a teoria dos jogos, alargando-se a toda a teoria econdémica neoclassica. Por um
lado, em determinadas condigoes, as hipdteses nao sao sustentaveis. Por outro,

sao bastante praticas, tornando os jogos, ou modelos, trataveis.

A restricao relativa ao conhecimento comum tem vindo a ser generalizada pela

introducao de informacao privada. Supode-se que os agentes podem nao ter a



possibilidade de observar todas as jogadas dos outros, o que lhes restringe a
elaboracao de estratégias a planos totalmente contingentes relativamente as suas
observagoes, e nao relativamente as estratégias dos outros agentes. A jogos deste
tipo aplica-se a designacao de jogos de informacao imperfeita. Noutro tipo de
jogos, chamados de informagao incompleta, os jogadores nao conhecem os gan-
hos que os outros associam a cada resultado do jogo. Em geral, um jogo deste
tipo pode ser transformado num jogo de informagao imperfeita através da trans-

formacao de Harsanyi.

Um jogo paradigmatico é o dilema do prisioneiro, cuja analise demonstra como
a teoria de jogos pode ser ilustrativa para a teoria econémica. Este jogo comple-
menta a ideia da “mao tnvisivel”, segundo a qual cada agente econémico, procu-
rando apenas satisfazer o seu préprio interesse, age no interesse da sociedade
em geral. O dilema do prisioneiro mostra que, em determinadas situagoes, a
busca do interesse pessoal por parte dos agentes econémicos conduz a resultados
ineficientes no sentido de Pareto, isto é, inferiores para todos os agentes. As-
sim, a accao concertada pode levar a que todos os agentes obtenham resultados

preferiveis.

Numa situagao de concorréncia duopolista, as empresas enfrentam uma situacao
deste tipo. Se cooperarem, e aqui abstraimo-nos das restri¢oes legais, conseguem
obter metade dos chamados lucros de monopdlio. Por outro lado, se ambas
tiverem de decidir sobre quantidades ou precos de forma independente, enao
cada empresa considerard mais vantajoso “romper” o cartel, qualquer que seja
a decisao da empresa concorrente. Assim, na persecuc¢ao do interesse proprio,
ambas as empresas competem, por assim dizer, obtendo lucros menores do que
aqueles que conseguiriam através da cooperacao. No contexto do duopdlio, esta
ideia é valida tanto para a restricao da producao e para a marcacao de preccos
como para os gastos em campanhas publicitarias, investigagao e desenvolvimento,

e as variaveis competitivas em geral.



Quando a interacgao é de longo prazo, podem emergir comportamentos cooper-
ativos. Dado um jogo cujo resultado seja nao cooperativo, a cooperacao é pode
ser um equilibrio de Nash perfeito do jogo infinitamente repetido. Isto acontece
no “dilema do prisioneiro”. Deste modo, podemos esperar que as empresas coop-
erem num duopdlio com horizonte infinito, mas teoricamente nao no caso finito.
Apesar de um jogo nao cooperativo repetido um qualquer ntimero finito de vezes
continuar a ser um jogo nao cooperativo, existe evidéncia empirica de que as

empresas tendem a procurar formas de cooperagao.

Na seccao seguinte sao revistos os duopélios de Cournot e Bertrand como jogos
do tipo dilema do prisioneiro. A seccao 3 apresenta uma normalizacao conve-
niente deste jogo, e extende-a a jogos repetidos com ganhos que podem variar
proporcionalmente. Na seccao 4 estudam-se os duopédlios de Cournot e Bertrand
com recurso a jogos de complexidade crescente. Duopodlios nos quais as empre-
sas decidem periodicamente sobre quantidades ou precos sao analisados como
jogos dinamicos infinitamente repetidos, considerando-se que as empresas de-
scontam os lucros futuros e esperam determinadas taxas de crescimento do mer-
cado. Introduz-se posteriormente incerteza relativamente a evoluc¢ao do mercado,
na forma de choques temporarios provocados pela “natureza”’ e deriva-se uma
condicao de cooperacao modificada para o duopdlio de horizonte infinito, mais
exigente. Finalmente, apresenta-se um jogo de informagao incompleta da autoria
de Kreps et al (1982) que justifica a coopera¢do num duopdlio com horizonte

finito com base na reputacao das empresas.



2 Duopdlios de Cournot e de Bertrand

Considere um mercado duopolista com procura linear e rendimentos constantes a
escala. A concorréncia a Cournot caracteriza-se por a decisao das empresas ser so-
bre as quantidades a produzir. O preco é determinado pela procura, dependendo

das quantidades produzidas.

Se as empresas cooperarem no sentido da maximizagao dos seus lucros conjuntos,

obtém metade dos lucros de monopélio.
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Produzindo metade desta quantidade, as empresas vendem ao preco de monopolio
e obtém metade dos lucros de monopdlio. Esta é a situagao mais vantajosa para

as duas empresas em conjunto.
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Caso nao haja cooperacao, cada empresa procurard maximizar os seus lucros

tomando a decisao da concorrente como um dado.
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Por simetria obtemos a decisao da outra empresa. O equilibrio de Nash-Cournot

é unico:

Assim, o prego de mercado e os lucros correspondentes a concorréncia de Cournot

sao dados por:
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Resta-nos analisar o caso em que uma das empresas rompe o acordo. Suponha
que a empresa B coopera, produzindo metade da quantidade de monopdlio. A
melhor resposta da empresa A corresponde a romper o acordo, produzindo uma

quantidade superior.
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Determinam-se assim, as quantidades oferecida, o preco de mercado e os lucros

das duas empresas.
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Portanto, se considerarmos que as empresas decidem simultaneamente as quanti-
dades a produzir, sem conhecimento da decisao da concorrente, podemos modelar

este duopodlio como um dilema do prisioneiro.

Cartel Concorréncia
1 (a—0)? 1 . (a—c)? 3 . (a—c)? 9 . (a—c)?
Cartel 8 b 78 b 32 b 64 b
N 9 (a—c)? 3, (a—c)? 1. (a—c)? 1. (a—c)?
Concorreéncia | & s . 5 0 ;

Table 1: Duopdlio de Cournot como um jogo na forma normal.

O duopdlio de Bertrand modeliza-se de forma semelhante. A concorréncia efectua-
se agora pelos precos, e assume-se que os consumidores compram a empresa que
marcar o menor prego. Se os precos forem iguais, entao cada empresa vende
metade da quantidade procurada. Numa situacao cooperativa, cada empresa
obtém (tal como na concorréncia de Cournot) metade dos lucros de monopélio.
No caso de uma empresa romper o cartel, fixando um prego marginalmente in-
ferior, recebe todos os lucros. Consideramos que no caso de as duas empresas
competirem, o resultado é o equilibrio de Bertrand, ou seja, lucros nulos. A

matriz de ganhos fica dada por:

Cartel Concorréncia
Cartel (a-q)® (azof |, (ool
Concorréncia (“;Z) : ,0 0,0

Table 2: Duopdlio de Bertrand como um jogo na forma normal.



3 O Dilema do Prisioneiro

Nesta secgao apresentamos uma normalizagao conveniente dos jogos do tipo dilema
do prisioneiro. Comecamos por escrever na forma normal, ou estratégica,? um
jogo simétrico entre dois agentes, para em seguida verificarmos que (com a ex-
cepcao de um tipo preciso de jogos) bastam dois parametros para descrever um
jogo deste tipo. Finalmente, o jogo conhecido por dilema do prisioneiro é revisto

e normalizado.

3.1 Jogos simétricos com dois jogadores

Assumindo que cada jogador dispoe apenas de duas possibilidades de ac¢ao, um
jogo simétrico com dois agentes na forma normal (ou estratégica) escreve-se como

uma matriz 2 x 2.

Esquerda | Direita

Cima Z11,T11 T12,T21

Baixo | 91,12 | T29, Too

Table 3: Jogo simétrico com dois jogadores e duas possibilidades de acgao.

Um jogo mantém-se equivalente caso, apés uma transformacao, a ordenagao em
termos de preferéncias dos diferentes resultados se mantiver inalterada para todos
os jogadores. Assim, se subtrairmos um mesmo valor a todos os elementos da

matriz de ganhos, o jogo mantém-se equivalente.

2Um jogo na forma normal, ou estratégica, escreve-se atribuindo a cada combinacdo de

estratégias os ganhos correspondentes a jogador.
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Esquerda Direita

Cima | 11 — T22,T11 — X2z | T12 — T22,T21 — T22

Baixo T21 — T22,T12 — T2 O, 0

Table 4: Transformagao num jogo equivalente.

O jogo também se mantém equivalente se dividirmos todos os elementos da matriz
de ganhos por um valor positivo. Estas duas transformacoes equivalem a uma

mudanca de unidades de ganho (origem e escala).

Esquerda Direita
. L12—T22 21 —T22
Cima 1’ 1 T11—T22 ) T11—T22
Baixo | Z2i=%22 ziz—t 0.0
T11—T22 ) T11—T22 ’

Table 5: Jogo simétrico com dois jogadores - forma normalizada.

Com excepcao do caso em que x1; = T, que implica uma divisao por zero,
0s jogos simétricos com dois jogadores e duas possibilidades de ac¢ao podem
descrever-se apenas por dois parametros. Observe que x1; = T2 Nao ocorre num

dilema do prisioneiro.

3.2 Dilema do prisioneiro simples

Considere que duas empresas concorrem num mercado duopolista. Se fizerem um
acordo de cartel, obtém metade dos lucros de monopélio. No entanto, se uma
romper o acordo, obtém um lucro ainda mais elevado, enquanto que a outra tem
prejuizos. Suponha ainda que se as empresas se comportarem de forma compet-
itiva obtém ambas lucros nulos. Um jogo deste tipo designa-se vulgarmente por

dilema do prisioneiro.
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O que ¢ fulcral neste jogo ¢ a diferenca entre o resultado 6ptimo e aquele que
resulta de cada empresa seguir os seus incentivos, tomando o comportamento
da outra como um dado. O melhor para as empresas em conjunto seria fazer
um acordo para vender a precos altos e iguais, de forma a dividir os lucros de
monopdlio. Mas, se nos colocarmos na perspectiva de uma delas verificamos o
seguinte: se a outra empresa cooperar, o melhor é romper o acordo e obter lucros
muito elevados; se a outra romper o acordo, o melhor é romper também, e obter

lucros nulos em vez de prejuizos.

E sempre melhor romper o acordo, independentemente do comportamento da
empresa concorrente. Assim, o dilema do prisioneiro tem um equilibrio em es-
tratégias dominantes,® correspondente & situacdo em que ambas as empresas se
comportam de forma competitiva. De forma genérica, este jogo descreve-se pela
seguinte matriz, com A > 1, B <0e A— B < 2. Em secgoes seguintes, o dilema
do prisioneiro sera analisado, sem perda de generalidade, com base nesta matriz

de ganhos.

Nega | Confessa

Nega 1,1 —B,A

Confessa | A, —B 0,0

Table 6: Dilema do Prisioneiro - forma normalizada.

3.3 Dilema do prisioneiro finitamente repetido

Considere agora que o dilema do prisioneiro se joga de forma repetida, e que o
comportamento dos agentes depende da histéria do jogo. Uma estratégia para

o jogo repetido, sendo um plano de ac¢ao totalmente contingente, especifica as

3Uma “estratégia dominante” é sempre a melhor resposta, quaisquer que sejam as estratégias

dos outros jogadores.
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decisoes a tomar para cada historial do jogo. Exemplos conhecidos sao a estratégia
“Trigger” e a “Tit-for-Tat”. A estratégia “Trigger” corresponde a cooperar até
que o adversario compita, e competir sempre a partir desse momento. A “7T't-
for-Tat”, nao sendo uma estratégia racional, permite obter excelentes resultados.
Corresponde a jogar sempre aquilo que o adversério jogou no perodo anterior (na

primeira jogada, nao existindo jogada anterior, coopera-se).

No jogo repetido, competir sempre deixa de ser uma estratégia dominante. Por
exemplo, se a estratégia do adversario for “Tit-for-Tat’, pode verificar-se que a

melhor resposta é cooperar sempre e competir apenas na tltima jogada.

Mas apesar de nao ser uma estratégia dominante, competir sempre continua a
ser a estratégia que ambos os jogadores adoptam em equilibrio se o dilema de
prisioneiro for repetido apenas um nimero finito de vezes. Isto pode confirmar-se

por inducao retroactiva.

Na ultima repeticao do jogo, independentemente dos resultados anteriores, os jo-
gadores competem, porque uma estratégia que admita a cooperagao na ultima
jogada ¢ dominada® por uma estratégia que seja em tudo semelhante mas que com-
pita na ultima jogada. Dado que o resultado da tultima jogada é a competigao,
desaparece o incentivo para que os agentes cooperem na penultima jogada. Con-
siderando apenas as estratégias ainda nao eliminadas, verificamos que uma que
admita cooperar na peniltima jogada é dominada por uma estratégia que seja
em tudo semelhante mas que prescreva a competicao na peniltima jogada. Se
prosseguirmos este raciocinio, verificamos que as estratégias de equilibrio corre-

spondem a competir sempre.

4Diz-se que uma estratégia s é dominada por s’ se esta conduzir a ganhos sempre superiores,

quaisquer que sejam as estratégias dos outros jogadores.
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3.4 Dilema do prisioneiro infinitamente repetido

Recorde agora a matriz de ganhos do dilema do prisioneiro normalizado (com

A>1,B>0eA—B<2).

Nega | Confessa
Nega 1,1 —B. A
Confessa | A,—B 0,0

Table 7: Matriz de ganhos do jogo do dilema do prisioneiro simples.

Pode verificar-se que, com um nimero infinito de repeticoes, a adopcao de es-
tratégias “Trigger” por parte de ambas as empresas constitui um equilibrio de
Nash.? Como vimos, nesse caso, se numa dada repeticao do jogo uma empresa nao
cooperar, entao a que joga a estratégia “Trigger” nunca mais coopera. Mas, se
ambas jogarem estratégias “Trigger”, entao cooperam sempre. Em contrapartida,
o ganho associado a nao cooperar é, assim, igual a A no primeiro periodo e 0 em

todos os outros. Assim, ambas as empresas cooperam sempre.

Em situagoes reais, é comum as empresas descontarem os seus lucros futuros,
por preferem obter o mesmo lucro no presente. Nesse caso, o jogo repete-se mas
com ganhos varidveis. Consideramos em seguida estas variacoes de uma forma

simples.

®Recorde o teorema de Friedman (1971), que afirma que se eg;pge for um equilibrio de Nash

!

single: melhor para todos os

de um jogo simples e se houver um resultado desse jogo simples, e

jogadores (o dilema do prisioneiro é o caso tipico), entdo existe um equilibrio de Nash do jogo

/

infinitamente repetido no qual se repete o resultado e, . em todas as jogadas, desde que o

factor de desconto, &, comum a todos os jogadores, seja suficientemente préximo de 1.
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3.5 Dilema do prisioneiro com ganhos variaveis

Suponha que as matrizes de ganhos dos diferentes periodos sao diferentes, mas
sempre proporcionais umas as outras. No periodo ¢, a matriz de ganhos define-
se pela multiplicagdo da matriz de ganhos do periodo inicial por um factor de

proporcionalidade K.

Nega Confessa

0 0 0 0

Confessa | Ky - x5, K; - 29, | Ky - 29,, K - 29,

Table 8: Matriz de ganhos no perfodo t (K, = 1).

Pretendemos extender a normalizacao que efectuamos para o caso simples, de
modo a facilitar a anélise do jogo. Observe que podemos subtrair a todos os
ganhos de um qualquer estagio do jogo uma mesma quantidade. Subtraindo o
valor K, - 29, em cada estégio, obtemos matrizes com ganhos nulos associados a

competicao mutua.

Nega Confessa
Nega Ky (2% — 2%,), Ky - (2) — 29,) | K- (2% — 25,), K - (29; — 23,)
Confessa | Ky - (2, — 29,), K; - (29, — 29,) 0,0

Table 9: Matriz de ganhos equivalente no periodo t (K, = 1).

Nao podemos dividir os ganhos da matriz de um dado periodo por um qualquer
valor. Mas podemos dividir todos os ganhos de todos os periodos por uma con-
stante. Dividir todos os ganhos de todos os perfodos por 29, — z9,, obtemos as

matrizes de ganhos equivalentes. Definimos assim o jogo normalizado.
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Esquerda Direita
0 0 0 0 0 0 0 0
Cima Kt'xél_KOt'xm Kt'xél_KOt'l"Qz Kt'xéz_KOt'l"Qz Kt'xgl_KOt'xm
L7117 %29 T11 7T T11 7T L7117 %29
. Kt-xglfKt-x% Kt-z(l)QfKt-ng
Baixo CC(1)1 _1’32 ”"(1)1 _1’32 O’ 0

Table 10: Matriz de ganhos equivalentes no periodo t.

Verificamos, assim, que mesmo que os ganhos variem de periodo para periodo

(mas apenas por um factor de proporcionalidade) podemos estudar o jogo na sua

forma normalizada.

Table 11: Matriz de ganhos normalizada do dilema do prisioneiro repetido.

Esta normalizagao vai permitir-nos analisar facilmente o impacto do desconto

sobre os lucros futuros (K; = 0'). Veremos também que podemos modelizar

Esquerda Direita
Cima Kt7 Kt _Kt . _B7 Kt . A
Baixo | K;- A, —K;- B 0,0

certas formas de evolucao da rentabilidade do mercado.
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4 Jogos de Cournot e Bertrand

Na matriz associada ao duopdlio de Cournot, derivada anteriormente, todos os

(a—c)?
b

ganhos (lucros) sao proporcionais a , parametro que passamos a designar

por indice de rentabilidade do mercado.

Cartel Concorréncia
1, (@=9? 1 (a=0? | 3  (a=9? 9  (a—0)?
Cartel 8 b 78 b 32 b 64 b
A 9 (a—0)? 3 . (a—c)? 1. (a—c)? 1 . (a—c)?
Concorrencia | ¢ s . 5 0 .

Table 12: Duopdlio de Cournot como um jogo na forma normal.

Como vimos anteriormente, a divisao da matriz de ganho por uma constante nao

altera o jogo (equivale a uma mudanca de unidades, que obviamente preserva a

(a—c)

o obtemos o seguinte

ordem de preferéncias). Assim, dividindo a matriz por

jogo equivalente:

Cartel | Concorréncia

Cartel 1,1 89
anci 9 3 8 8
Concorréncia | g, 57 o

Table 13: Duopdlio de Cournot - ganhos equivalentes.

Subtraindo % e multiplicando por 9 todos os ganhos da matriz, obtemos a matriz

que corresponde ao dilema do prisioneiro na forma normalizada:

Cartel | Concorréncia

Cartel 1,1 —

Concorréncia | =, —

Table 14: Duopdlio de Cournot como dilema do prisioneiro.
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Este dilema do prisioneiro é equivalente ao duopdlio de Cournot. E de realcar
o facto de a matriz de ganhos normalizada ser independente dos parametros do

mercado. Tudo o que se exige é uma procura linear e custo marginal constante.

A normalizacao do duopdlio de Bertrand é mais simples. Observe que também

~ . . —_— 2 /7 . 7.
neste caso, os ganhos (lucros) sdo proporcionais a %, o indice de rentabilidade

do mercado.

Cartel Concorréncia
(a=¢)® (a—c)? (a=c)®
Cartel sl 0, 1%
Concorréncia (a;§)2 ,0 0,0

Table 15: Duopdlio de Bertrand como um jogo na forma normal.

Dividindo esta matriz por (agibc)Q obtemos um jogo equivalente, que é um dilema

do prisioneiro na forma normalizada.

Cartel | Concorréncia

Cartel 1,1 0,2

Concorréncia | 2,0 0,0

Table 16: Duopdlio de Bertrand como dilema do prisioneiro.

Verificamos que os duopdlios de Cournot e Bertrand sao dilemas do prisioneiro.
Como vimos anteriormente, o equilibrio do dilema do prisioneiro é nao cooper-
ativo. Em vez de produzirem as quantidades de monopdlio ou de marcarem o

preco de monopdlio, as empresas competem, obtendo lucros inferiores.

Um modelo de concorréncia mais realista permitiria as empresas fixarem precos
periodicamente. Esta generalizacao equivale a considerar um jogo de duopdlio
repetido, no qual as empresas podem definir estratégias que fazem depender cada

decisao sobre quantidades ou pregos do historial do jogo.
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4.1 Desconto dos lucros futuros

Vamos entao considerar o duopdlio infinitamente repetido assumindo que as em-
presas descontam os seus ganhos futuros. Este desconto pode ser justificado pela
consideracao de uma taxa de juro r, ou pela possibilidade de que o jogo acabe,

por exemplo se houver uma inovagao que torne o mercado obsoleto.

Uma unidade de ganho no periodo t + s equivale a ¢° unidades de ganho em t,

sendo § < 1. A consideracao do factor de desconto altera a matriz de ganhos.

Cartel Concorréncia
+ (afc)2 + (afc)2 + 3(afc)2 + 9(afc)2
Cartel 0" g, 0 g 0 - =g 0 S
Concorréncia | §* - 9(%;)2,5t . 3('?,)55)2 ot (a§5)27(5t . (agbC)Q

Table 17: Duopdlio de Cournot como um jogo na forma normal - ganhos no

periodo t.

Como vimos na sec¢ao anterior, é equivalente considerar o jogo normalizado.

Cartel Concorréncia
Cartel 5t, ot _gt. g, 5t %7
0,0

Concorréncia | 6" - &, =4 - 2

Table 18: Duopdlio de Cournot normalizado com desconto dos lucros futuros.

Em qualquer dos jogos (Cournot ou Bertrand), o ganho actualizado de cooperar

sempre é dado por:

1-6° 1

2 —
1+6+6"+...=1 13 T35
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Cartel | Concorréncia

Cartel 5t ot 0,0" -2

Concorréncia | §* - 2,0 0,0

Table 19: Duopdlio de Bertrand normalizado com desconto dos lucros futuros.

Podemos agora verificar em que condigoes € que as empresas adoptam estratégias
“Trigger”. Como vimos, se num dado estdgio uma empresa nao cooperar, entao
a que joga a estratégia “Trigger” nunca mais coopera. Se ambas jogarem es-
tratégias “Trigger”, cooperam sempre. Em contrapartida, o ganho associado a
nao cooperar € igual a A no primeiro periodo e 0 em todos os outros. Assim,

obtém-se a condicao de cooperacao.

1i5>A:>1>A—A-5:>5>A_l.

17
No jogo de Cournot normalizado, A = 5 logo, as empresas cooperam se:

17/8 — 1
17/8

8 9

o>

_9
8 17 1T

No jogo de Bertrand normalizado (A = 2) as empresas cooperam caso:
1
> —.
2

Cooperar permite as empresas obter melhores resultados futuros, enquanto que
competir traz beneficios imediatos. E natural, portanto, esta condicao sobre o
parametro de desconto que tornam a cooperacao (leia-se adopcao de estratégias
“Trigger”) mais atractiva do que a competigao. Observe que esta condi¢do nao
depende da procura nem do custo marginal de producao. Apenas depende do

tipo de interaccao competitiva.
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4.2 Expectativas de evolucao do mercado

Na andlise dos duopdlios de Cournot e Bertrand, dividimos os ganhos das em-

(a—c)?
b

presas pelo factor , 0 indice de rentabilidade do mercado. No jogo repetido,
para proceder a esta normalizagao supusemos que este indice se mantém constante

ao longo do tempo.

Nesta seccao pretendemos generalizar a andlise para mercados com uma evolucao
temporal prevista. Os parametros que definem o mercado sao: a procura do bem
caso fosse livre - a; o custo marginal de producao - ¢; e a inclinacao da curva
da procura - b. Mas, como verificamos anteriormente, a influéncia de todos estes
parametros pode ser condensada no indice de valor do mercado, @. Mantendo
o desconto dos lucros futuros, mas agora supondo que o indice de valor do mercado

evolui a uma taxa g constante, o jogo de Cournot passa a ser descrito por:

Cartel Concorréncia
Cartel 5t gt 6t - gt —5t. gt %7 5t gt %
Concorréncia | &' - g* - &, 6" - g* - 2 0,0

Table 20: Duopdlio de Cournot normalizado com ganhos varidveis.

E o jogo de Bertrand por:

Cartel Concorréncia
Cartel ot -gtot-gt | 0,6 g"-2
Concorréncia | 0°-g'-2,0 0,0

Table 21: Duopdlio de Bertrand normalizado com ganhos variaveis.

Os ganhos associados a cooperagao passam a ser:

1-(5-9) 1
. 2. 4% —1. —
1+6-g+6°-9g°+...=1 =54 =64
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Logo, as empresas cooperam caso:

9 1
0-g> T no modelo de Cournot, e § - g > o no modelo de Bertrand.

Neste caso, a expectativa de uma evolucao positiva do mercado incentiva as em-
presas a privilegiarem os lucros futuros, cooperando no presente. Isto fornece
uma justificacdo para o facto de as empresas frequentemente iniciarem guerras

de pregos no momento em que o mercado entra na fase de maturidade.

4.3 Picos de procura e guerras de precos

Se, por alguma razao, o valor do mercado num dado periodo for excepcional-

mente elevado, de modo a que A > , entao, como vimos anteriormente,

1
1—90-g
a cooperacao deixa de ser sustentdvel. As empresas preferem competir nessa jo-
gada, e portanto competirao sempre a partir desse momento. As expectativas
de crescimento do mercado incentivam a cooperacao, mas um valor do mercado

circunstancialmente elevado (“boom”) pode conduzir a uma guerra de pregos.

Podemos agora modelar uma situagao mais geral, que conduz a um jogo dinamico
de informacao imperfeita. Aém da taxa de crescimento g, o mercado passa a ter
uma componente aleatoria, o factor k;. Esta componente aleatéria consiste numa
sequencia de choques temporarios independentes. Sem perda de generalidade,
assumimos que a distribuicao de probabilidade de k;, publica, tem média 1. Num
dado periodo, o parametro k; altera os ganhos do periodo t, mas nao afecta os
ganhos futuros. No periodo t, o ganho esperado associado a cooperar sempre
passa a ser dado por:

0-g

ke+0-g+8 ¢+ =k +-——.
1—6-g

Enquanto que o ganho associado a competir passa a ser:
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A condicao para a cooperacao fica:

0 - -
g >k A=k < J

S 169 A1)

O que significa que se k; ultrapassar este valor, as empresas competem nesse
periodo, competindo também dai em diante, de modo que se desfaz o equilibrio
cooperativo. Como assumimos que a distribuicao de k; era conhecida, as empresas
passam a conhecer a probabilidade de que k; exceda este valor critico. Uma vez
que, se isso acontecer, os ganhos passam a ser nulos, entao esta probabilidade
pode ser vista como a probabilidade de que o jogo acabe.

p = Prob (kt i .5;j.g<A - 1>>'

O célculo de p tem de ser feito de forma recursiva, uma vez que:

§=6-(1-np).

De qualquer forma, pode calcular-se p, assim como o novo valor ¢, que ja tem

em conta esta probabilidade de que o jogo se torne competitivo.

p = Prob (k;t >

E a condicao de cooperacao fica:

Ou, equivalentemente:

g

S g (A1)
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4.4 Cooperacao no duopdlio finito

Observam-se frequentemente comportamentos cooperativos em situagoes semel-
hantes ao dilema do prisioneiro com um nimero finito de repeti¢coes. No entanto,
o equilibrio de Nash deste jogo corresponde a competicao em todos os estagios do
jogo. Uma explicagao para este paradoxo foi apresentada por Kreps, Milgrom,
Roberts e Wilson (1982) com base num modelo de informagao incompleta que

incorpora a ideia de reputagao. Segue-se uma exposi¢ao deste modelo.

Considere novamente a matriz de ganhos do dilema do prisioneiro normalizado

(comA>1,B>0eA— B <2):

Nega | Confessa
Nega 1,1 —-B,A
Confessa | A,—B 0,0

Table 22: Dilema do prisioneiro.

Assuma que o jogador “Coluna” atribui uma probabilidade p a possibilidade do
jogador “Linha” ser de um tipo que joga sempre a estratégia “Tit-for-Tat’. Tal
como referimos anteriormente, esta estratégia nao é racional, no entanto permite
obter éptimos resultados.® O seguinte raciocinio esquencial permite-nos verificar
que, nestas condicoes, a quantidade de vezes que um jogador escolhe competir é
limitada, portanto a cooperago acaba por surgir quase sempre se o nimero de

repeticoes for elevado.

6Venceu as duas vezes que se realizou o torneio do dilema do prisioneiro. Neste torneio
os participantes jogavam todos contra todos utilizando sempre a mesma estratégia, escolhida
“a priori’. A estratégia “Tit-for-Tat”, apesar de normalmente nao vencer os duelos, conseguia
quase sempre resultados muito bons, o que lhe permitiu liderar a classificagao no final de ambos

os torneios.
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1. Se, em algum momento, “Linha” nao jogar de forma semelhante ao “Tit-
for-Tat”, entao o outro fica a saber que este jogador é racional, e, a partir desse
momento, ambos competem sempre. Surge, assim, um incentivo para que “Linha”

imite o “Tit-for-Tat”, no sentido de manter a possibilidade de cooperacao.

2. Se na jogada n “Coluna” competir, entao na jogada n + 1 “Linha” compete.
Caso contrario revelaria que nao joga “Tit-for-Tat” e a partir desse momento os

jogadores competiriam sempre.

3. Faltando n estagios para o final do jogo, se “Coluna” atribui a probabilidade ¢
a possibilidade de “Linha” ser “Tit-for-Tat” e cooperou na jogada anterior, entao
espera um ganho nao inferior a ¢ - n — B no que resta de jogo.

Note que se “Coluna” jogar a estratégia “Trigger”, obtém um ganho de n contra
o jogador “Tit-for-Tat’, e um ganho maior ou igual que —B contra o jogador
racional. O ganho esperado da estratégia “Trigger” é, portanto:

g-n—(1-—q)-B>q-n—B.

4. Faltando n estagios para o final do jogo, se “Coluna” atribui a probabilidade ¢
a possibilidade de “Linha” ser “Tit-for-Tat” e competiu na jogada anterior, entao
espera um ganho nao inferior a ¢ - (n — 1) — 2+ B no que resta de jogo.

Pelo ponto 1, “Linha” compete quer seja racional ou “Tit-for-Tat’, logo, o valor
de ¢ nao se altera nesta jogada. Assim, se “Coluna” cooperar, perde B nessa
jogada e ganha pelo menos ¢ - (n — 1) — B no resto do jogo (ponto 3). Ou seja,

consegue ganhar pelo menos ¢-(n—1) —2- B.

5. Faltando n estagios para o final do jogo, se “Coluna” atribui a probabilidade
q a possibilidade de “Linha” ser “Tit-for-Tat’, o jogador “Linha” racional espera
um ganho nao inferior a ¢ - (n — 1) — 3B — A no que resta de jogo.

Repare que o “Coluna” nao tem um resultado pior contra o “Tit-for-Tat” do que
contra o racional (pelo ponto 2, o racional compete sempre que o “Tit-for-Tat’

competiria, e talvez mais vezes). Jogando “Tit-for-Tat”, o jogador “Linha” nao
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perde para “Coluna” por mais do que B + A. Como “Coluna” espera ganhar
pelo menos ¢ - (n — 1) — 2B, entdo “Linha” espera ganhar ndo menos do que

q-(n—1)—3B— A.

6. Com mais do que W estagios por jogar, sendo ¢ a probabilidade que
“Coluna” atribui a possibilidade de “Linha” ser “7Tut-for-Tat”, o jogador “Linha”
joga “Tit-for-Tat’. Assim, dado que a probabilidade inicial é p, até faltarem
menos do que W% estagios, esta probabilidade nao se altera, dado que
“Linha” joga “Tit-for-Tat’ qualquer que seja o seu tipo.

Se na jogada anterior “Coluna” competiu, pelo ponto 1, “Linha” compete (joga
“Tit-for-Tat”). Tendo “Coluna” cooperado na jogada anterior, se “Linha” com-
petir revela que é racional. Assim, em todas as jogadas subsequentes haverd
competicao, de modo que “Linha” obtém um ganho total menor ou igual a A.
Cooperando, “Linha” obtém no pior dos casos —B nessa jogada e ¢-(n—2)—3B—A

no resto do jogo.
2A+4B + 2q

q

qg-n—2)—4-B—A>A=q-n>2¢q+4B+2A=n>
7. O numero de estagios em que algum jogador compete é, portanto, menor ou
igual do que:

24+4B+2 [ 2
p min{2 — A+ B,1}|

Pelo ponto 6, “Linha” joga “Tit-for-Tat” até faltarem Mﬁﬁ

jogadas para o

final. Se “Coluna” jogar a estratégia “Trigger”, obtém um ganho maior ou igual

a N — 2A+4B+2p 2A+4B+2p

Se “Coluna” competir antes de que faltem as tais
jogadas para o final, nessa jogada consegue A. Se passado m jogadas voltar a

cooperar, consegue — B nessa jogada e 0 entretanto. Assim, perde 1+m+ B para

1+B—A

~—= por jogada. De cada vez que compete, isso

ganhar A, ou seja, perde 1 +
custa-lhe pelo menos min{2 — A + B, 1}.
Assim, se competir k vezes antes da jogada %, o seu ganho nao excederd

N — k-min{2 — A+ B, 1}. Logo:
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2A+4B +2 2A+4B +2
+ —I—p:k< + 45 + 2p

N—k - mn{2—A+B 1} >N — .
min{ +B,1} 2 P ~ p-min{2 - A+ B,1}

No méximo, “Linha” compete também k vezes antes de que faltem apenas 24T48+2p
jogadas para o final (respondendo as k vezes que “Coluna” compete - recorde que
“Linha” joga “Tit-for-Tat” até faltarem MH% jogadas). Assim, ndo ha mais

do que C jogadas com competicao, sendo:

2A+ 4B +2 2A+4B + 2 2A+ 4B +2
ng.k_i_ﬂzg. : TAab+ep tab+ P _
D p-min{2 — A+ B, 1} D
2A+ 4B+ 2p 2
=(C=—"——7¥—- .
P +min{2—A—|—B,1}

Podemos, portanto, concluir que a cooperacao pode surgir em duopdlios com
horizonte finito, bastando para isso que exista uma probabilidade de que a em-
presa concorrente nao se comporte de forma racional, preferindo seguir uma regra

pratica com resultados comprovados.

Com este resultado concluimos este estudo sobre duopélios baseado no dilema do
prisioneiro, que partiu do caso mais simples até ao jogo dinamico de informagcao
incompleta, passando por jogos dinamicos de informagao perfeita e imperfeita,
nos quais foram derivadas as condi¢oes que determinam se as empresas cooperam

ou competem.
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